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Zur Arithmetik in Schiefringen II.
Von Keizo A s a n o
Die vorliegende Arbeit ist die Fortsetzungderfriiheren Arbeit'*. 
S sei ein Schiefring mit Einselemerit 1. Wir nennen im folgenden eine 
Ordnung von S (im Sinn von A. I.) eine Schiefordnung und unter einer 
Ordnung von S verstehen wir immer eine reguläre Ordnung (im Sinn 
von A. !.)• Ein Teilring o von S heisst nämlich eine Ordnung (Schief­
ordnung), wenn o 1 enthält und wenn es für jedes x (^ S  reguläre 
Elemente a, ß  aus o gibt, so dass a; o a  C  o, /3 v x ^  o (x a  ^  o, ß x  ^ o )  
sind. Nach einigen Ergänzungen in §1 werden wir in §2 die Arithmetik 
in allgemein-halbeinfachen Ringen näher untersuchen. Ein allgemein­
halbeinfacher Ring bedeutet dabei eine direkte Summe von endlich 
vielen allgemein-einfachen Ringen und ein allgemein-einfacher Ring ist 
ein^Ring, welcher zweiseitig einfach ist und dessen Element entweder 
eine Einheit oder ein Nullteiler ist. Wir zeigen unter allen ändern, 
dass für eine Schiefordnung o eines allgemein-halbeinfachen Rings S die 
drei von Noether herrührenden Axiome A^ , Ao, A3 mit den fünf von 
Artin herrührenden Axiomen Pj,P»,P3,P4,P5 äquivalent sind:
Aj : 0 ist eine Maximalordnung.
Es gilt der Teilerkettensatz für die in 0 enthaltenen zweisei­
tigen o-Ideale.
Aa: Jedes Primideal p von 0 ist stark teilerlcs, d. h. der Rest- 
klassenring o/^ ) ist ein einfacher Ring.
P i : Es gibt ein System von Ordnungen von S, so dass 0 =  
f\TT »r eine Schiefordnung ist.
P«: Die zweiseitigen Oj--Ideale bilden eine unendliche zyklische 
Gruppe. Das erzeugende ist dann ein (einziges) Primideal von 0^ .
Pa: Es gibt ein enthaltendes minimales Linksideal von Oj..
P4: Für jedes reguläre Element X aus S gilt Oj. x Oj. =0j. bis auf 
endlich viele Oj-
P5: Für zwei Oj-, 0^  gibt es ein o-Element a, so dass a =  1 (5Pj-),
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a =  0 sind.
fOj.j ist dann nichts anderes als {o;,}, wo p auf alle Primideale 
von O durchläuft, oj) ist ein maximaler Teilring von S und jedes 
Links- sowie oj)-Rechtsideal ein Hauptideal. Daraus folgt eine bemer­
kenswerte Tatsache, dass die drei Axlcme A^ , A«, A^  auch für jede mit
O äquivalente Maximalordnung gelten. Demnach lässt sich das Grup- 
poid der normalen Ideale definieren. DerBegriff der P-Kompcnenten 
von einseitigen f-Ideale (A. I. §3) wird natürlicherweise auf normale 
Ideale übertragen.
In §3 werden wir die Beziehungen zwischen der Arithmetik im 
Schiefring S und der Struktur von S untersuchen. Setzt man voraus, 
dass jedös Element von S entweder eine Einheit oder ein Nullteiler ist 
und dass o eine Ordnung von S mit den Bedingungen A,, A., A,, ist, so 
ist S dann und nur dann allgemein-einfach, wenn der Vielfachenketten­
satz für die ganzen zweiseitigen o-Ideale gilt, die ein festes Element 
a O enthalten. S ist sogar dann allgemein-einfach, wenn es ein 
Primideal P von o gibt, so dass =  Ist 'S allgemein-einfach
und ausserdem regulär, so ist S ein einfacher Ring (mit Kettensatz). 
Ist S allgemein-halbeinfach und ist o eigentlich, d. h. enthält o ausser 
Null kein zweiseitiges Idealvcn S (im gewöhnlichen Sinn), so ist für 
jedes ganze zweiseitige o-Ideal o, das keines der Einsen e, der einfachen 
Bestandteile S,- von S enthält, a” =  0. Wenn es umgekehrt ein 
ganzes zweiseitiges o-Ideal a gibt, so dass a’* =  O ist, so ist S 
allgemein-halbeinfach und o ist eigentlich; ist S ausserdem regulär, 
so ist S ein halbeinfacher Ring (mit Kettensatz).
Ist S allgemen-einfach, so ist die Deuringsche m-adische Bewer­
tung definiert. Sie ist eine nichtarchimedische Bewertung (p von Ä 
mit den folgenden Eigenschaften:
1) 99 (d) <  1 für jedes a aus 0,
2) Es gibt ein .S-Element c mit 0 <^<?>(c)< l^.
Umgekehrt ist jede nichtarchimedische Bewertung, welche die obigen 
zwei Bedingungen erfüllt, ist mit einer m-adischen Bewertung äquivalent. 
Die Arithmetik in der bezüglich der m-adischen Bewertung perfekten 
Erweiterung von 5  ist mit Hilfe von §2 übersichtlich. Ist ein Prim­
ideal von 0 der Kapazität k, s o  ist die p-adische Erweiterung Sp von S
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ein einfacher Ring und zwar ein voller Matrizenring vom Grade k in 
einem Schiefkörper. Die |)-adische Komponente (Grenzmenge) 0|) von
O hat ein System von Matrizeneinheiten Cjj (i, ; =  1, und es ist 
Sp =  5]«, J-I Ketj, =  2 «, ] O CtJ. o — Op f\  K  ist eine Maximalordnung 
von K und K hat ausser o keine mit o äquivalente Maximalordnung. 
Die p-adische Komponente von p ist ein einziges Primideal von o^ , 
P  =  P^K ist ein einziges Primideal von o und o/p  ist ein Schief- 
körper. Die einseitigen o-Ideale sind zweiseitig, sie sind die Potenzen 
von p.
§ 1. Einige Ergänzungen
5  sei ein Schiefring mit Einselement und o sei eine Ordnung von S.
Satz 1. 1. Es sei a ein mit o äquivalenter Teilmodul von S ; d.h. 
es gebe reguläre Elemente X, /j,, X', /x', so dass X a ,u C o , o jj,' C  a sind. 
Dann bildet O; =  {x \ a; a C  a, a: ^  Sj bziv. =  fy | a ?/ ^  a, y ^ S \  
eine mit o äquivalente Ordnung und a ist ein Oi-Or-Ideal. Oj bzw. o, 
ist die Links- bzw. Rechtsordnung von a.
Beweis. Es genügt zu beweisen, dass a Und Oj äquivalent sind. 
O= ist in einem zweiseitigen o-Ideal o o o enthalten.
Es gibt also ein reguläres Element y mit y or /x'  ^ d.h. A,'700 C  
X' 0 /i' C  0, folglich X'y a C  o^ . Andererseits ist o, x'fi' C  0, x ’ 0 C  
ü,a =  n.
Hilfssatz 1. Wenn 0 ein Links- oder Rechtsideal von S (im ge­
wöhnlichen Sinn) enthält, so ist es in jedem mit 0 äquivalenten Teil­
modul enthalten.
Beweis. I sei ein in 0 enthaltenes Linksideal von S. Ein mit 0 
äquivalenter Teilmodul o ist ein Oj-O -^Ideal. Da 0^  mit 0 äquivalent 
ist, gibt es ein reguläres X mit X o C  es ist also \ I C  0^ . Wegen 
X I C I, I C I ist I =  XI C  0^ . Demnach ist für ein reguläres Ele­
ment  ^ aus a I =  I Cao^ =  a. Ebenso ist für ein in 0 enthaltenes 
Rechtsideal von S.
Definition. 0 heisst eigentlich, wenn 0 ausser Null kein LinMs- 
sowie Rechtsideal von S enthält.
Hilfssatz 2. Ist 0 eigentlich, so enthält jeder mit 0 äquivalente 
Teilmodul a {ausser Null) kein Links- sowie Rechtsideal von S. Ins­
besondere ist jede mit 0 äquivalente Ordnung auch eigentlich.
Beweis. Es sei Xa/:iCo. Ist ein Linksideal I von S in a enthal-
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ten, SO ist I /i =  X, I y« C  X a /t C  o, also I /4 =  0, I =  0.
Satz 1. 2. Die folgenden Bedingungen sind einander äquivalent:
1) O ist eigentlich.
2) O enthält ausser Null kein zweiseitiges Ideal von S.
3) Der Dtichschnitt aller zweiseitigen o-Ideale ist Null.
4) Der Durchschnitt aller o a  o ist Null, wobei a auf alle regu­
lären Elemente von o durchläuft.
5) Der Durchschnitt aller mit o äquivalenten Teilmoduln von S ist 
Null.
Beweis. Weil jedes zweiseitige o-Ideal ein o a  o enthält, so ist (3) 
ersichtlich mit (4) äquivalent. Wir zeigen nun (l)-*(2)—»(3)-^(5)-^(l). 
(l)-^(2) und (3)^ (5) sind klar. Der Beweis von (2)-^(3) wird folgender- 
massen durchgeführt, ä sei der Durchschnitt aller zweiseitigen o-Ideale 
Für ein beliebiges «S-Element a; =  aX ~*(a^o, ist dann
 ^  ^ A r  Qr a; C  f\r O C  ä. Ebenso ist 5 5. 3 ist demnach ein 
in 0 enthaltenes zweiseitiges Ideal von S, also 3 =  0. Wir beweisen 
Schliesslich (5)->(l). Ist 0 nicht eigentlich, so enthält 0 ein einseitiges 
Ideal 1= O von S, das nach Hilfssatz 1 in jedem mit o äquivalenten 
Teilmodul enthalten. Der Durchschnitt aller mit 0 äquivalenten Teil­
moduln ist also von Null verschieden. Damit ist der Satz bewiesen.
Ist S die direkte Summe von Schiefringen; S =  Si + S. + ... + S„, 
so ist jedes Element a; ^  S in der Form x =  xi + ... + =  (x ,,... ,  x„), 
Xi ^  St, dargestellt und die Kompositionsregel wird durch
X + y  =  (Xi + Vi,...,  x„ + 7jJ ,  xy =  {XiVi,. .. ,  XJJ,,)
definiert. Ist insbesondere 1 ~  e^  + ... + e„, so ist e* das Einselement 
von Si, also ein Z'entrumselement von S und x,. =  xci — e,x, i = l , ... ,n . 
Es gilt dann:
1. Ist 0 eine e^,... enthaltende Ordnung von S, so ist 0( =  oe,- 
eine Ordnung von S,, i = l , ..., n, und 0 =  + ... + 0,,. Ist umgekehrt 
Oi eine Ordnung von S  ^ i =  l , . . . , n ,  so ist O =  + eine
... ,e„ enthaltende Ordnung von S.
2. O =  Ox 4- ... + o„ sei eine e^,..., enthaltende Ordnung von S. 
Ist a ein o-Linksideal (o-Rechtsideal) in 5 , so ist ni =  aei =  e,a ein 
O^-Linksideal (0,-Rechtsideal) i n -S,, * =  1, •••, «, und a =  ai + ... + a„. 
Ist umgekehrt a« ein o^-Linksideal (o^-Rechtsideal) in S,-, i = l , ... ,n , 
so ist a =  Oj + ... + ct„ ein o-Linksideal (o-*Rechtsideal) in S. Ist p ein
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Primi(Jeal von t>, so ist für ein i
 ^=  Oj + ... + + ... +: 0„ ,
WO t)« ein Primideal von o«, und umgekehrt. Dann und nur dann ist p 
(stark) teilerlos, wenn (stark) teilerlos ist.
3. O =  Oi + ... + o„, o' =  0/ + ... + o„' seien e, , ...,  e„ enthaltende 
Ordnungen von S. Dann und nur dann ist o mit o' äquivalent, wenn
Oi mit 0/ (als Ordnung von Sg) äquivalent ist.
4. Jede Maximalordnung o von enthält denn o' =  (o, 
ü 6 j,. ..,  OeJ ist eine o umfassende, mit o äquivalente Ordnung, also 
o' =  o. Es ist O =  Oj + ...+  o„ und o* ist eine Maximal Ordnung von Si,
i =  l , ... ,n . Ist umgekehrt O; eine Maximal Ordnung von Si, so ist 
O =  Oi + ... + o„ eine Maximalordnung von S.
5. 0 =  Oi + ... + o„ sei eine e^,... ,e„ enthaltende Ordnung von S. 
Wenn die Bedingungen A^ , A,, A3 für 0 gelten, so gelten sie für jedes 
o„ und umgekehrt.
Von jetzt an sei 0 eine Ordnung von S, welche die Bedingungen 
Al, A3, A3 erfüllt. Ist P ein Primideal von 0, so ist der Restklassenring
0 =  o/^ P ein primärer, einreihiger Ring, also ein voller Matrizenring in
fC
einem vollständig primären Ring =  der Grad « der Mat­
rizen ist die Kapazität von p, also von p unabhängig. Das Radikal 
von ö ist p =  und das von t ist Po — P f\ t  und P =  2«. j Po t 
hat nur zweiseitige Ideale und t, po,... ,I^ Z =  O sind die einzigen Ideale 
von t. Bedeutet tt ein Element aus aber nicht aus so ist po — 
t TC =  Ttt. Jedes Element von t ist in der Form T t's^ a 'it ’ mit Einhei­
ten £,6' aus !darstellbar (0 < y  </3, tt" =  !). Demnach lassen sich 
für ö die Schlüsse der arithmetischen Elementarteilertheorie durchfüh­
ren. Es gibt nämlich für ein Element a aus ö zwei Einheiten »/, ?/ von
0 derart, dass a »/ eine Diagonalform
=  7rf‘v c „ , 0 < P i <  . . . < p , < p ,  t < K ,  
hat. P i , . :  ,Pt  werden von der Wahl der Matrizeneinheiten unab­
hängig durch a und eindeutig bestimmt. Jedem Element a aus 0 
wird, modulo betrachtet, das System {ßu ...,  p,) zugeordnet. Wenn 
man a modulo p^ ', p '^ p ,  betrachtet, so erhält man das System 
ipi', ■■■ ,Ps')  wobei t < s ,  P i ^ P t ' ,  i =  l , ... , i ,  p <  <  ... <  p / <  p'. 
Demnach wird also das System
(pi, ... , pk) =  (pi, ... , Pr, °=, ...,  =0) =  lim (pi, . .. ,  p„ p ,... , pj
Zur Arithm etik in Schief ringen t t  5
eindeutig festgelegt, ...,  rk) heisst die \>-Höhe von a. Wenn r — K 
ist, d. h. das Symbol oo nicht auftritt, so heisst die p-Höhe endlich.
Man ernält leicht®'
Sate 1. 3. Ein Element a aus o ist dann und nur dann eine Ein­
heit modulo wenn die p-Höhe von a (0, ... , 0) ist.
Satz 1. 4. a sei ein ganzes zweiseitiges o-Ideal. Ein Element a 
aus O ist dann und nur dann eine Einheit modulo a ,  wenn die p-Höhe 
von a für jeden Primteiler p von a (0, . .. ,  0) ist.
Satz 1. 5. O sei ein ganzes zweiseitiges o-Ideal und a sei ein Ele­
ment aus 0. Ist die p-Höhe von a für jeden Primteiler p von a 
(0,...,  0), so ist (o a, a) =  (a o, a) =  o.
Satz 1. 6. Ein reguläres Element a aus o ist dann und nur dann 
eine Einheit von o, wenn a für jedes Primideal eine Einheit modulo 
P ist, d.h. wenn die p-Höhe von a (0, ... , 0) ist.
Satz 1. 7. Ist die p-Höhe (jOj,...,  pk) von a ^ o  endlich, so ist für 
jedes n ^ e ^  Pk (o a, p”) =  (o a, t»*), (« o, 3^”) =  (a o, p").
Beweis. sei Ö =  o/p”,  ^ ä=  ^  ^(2 v>i v'- Setzt
man b =  (2v-i w^) v~^ > so ist ^  i;' und p’ — p“ rj' =  o n" =
0 & a C  O a. Es ist also (o a, p’)/p'' —  (o ä., =  o o =  (o a, p")/p’' und folg­
lich (o a , =  (o a, p'‘). Ebenso ist (a o, pO =  (® t’. P'')-
Satz 1. 8 . Es seien p i,... ,p  ^ r verschiedene Primideale von o. Ist 
die Pi-Höhe (pi^,... pfKi) von a ^ o  endlich, so ist für jedes n i'^  pm —
1 =  l,  ... , r ,
Co a, IlLi pT) =  (o a, pT), (a o, IlLi pT) =  (« o, nL, pT)
Beweis. Nach Satz 1.7  ist (o a, =  (o a, Es ist also ^  ^
(o a, llLj pT) =  (o a, a L i  =  AI-i (o pT)
=  f\i (o a, pt) =  (ü a, A . pt‘) =  (o a, n ,
Hilfssatz 3. a sei ein ganzes zweiseitiges o-Ideal, so dass A^=I 
a” =; O ist. Ist (o a, a) =  (o a, a”) für jedes n, so ist a kein Linksnull- 
teiler.
Beweis. Es sei aa; =  0, a; =  & X ' ^  S, \ ^  o ; dann ist wegen 
a& — O a 6 =  (o a, a) & =  (o a, a“) 6 =  a” 6 ^  a”, also b ^  a”“’ für jedes n, 
folglich & =  0, » =  0.
Satz 1. 9. a sei ein ganzes zweiseitiges o-Ideal, so dass Ar~i a”= 0.
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4) Vgl. A. I. «2 Hilfssatz 3.
und a sei ein Element aus o. Ist die p-Höhe von a für Jeden Prim­
teiler von a endlich, so ist a kein Nullteiler.
Beweis. Nach Satz 1. 8. gibt es eine natürliche Zahl m, so dass 
(o a, a”) =  (o a, a”*), (a o, a“) =  (a o, o™), n >  m. Nach Hilfssatz 3 ist a 
kein Nullteiler.
Satz 1. 10. Es'sei a ein ganzes zweiseitiges o-Ideal mit der Prim­
idealzerlegung a =  Jede Restklassevon o/a hat ein Element 
c, dessen p^-H’öhe ...,  PiKi) nicht gösser als e, is t: /»«j <  •.• <  PiKt <
i =  1, , r.
Beweis. Es sei a ein beliebiges Element von o. In ö =  o/p^ *^ 
übergehend gilt a =  »; (2*., c,v)»?. t^ K .
Setzt man
=  V (2 v _ i Cvv +  / /  ,
SO ist a =  dj und die >^i-Höhe von ist (pi, . .. ,  Pt, e*,...,  e<). Nimmt 
man ein Element c aus o, so dass c =  a, i =  1, . .. ,  r, so ist c =  a
i =  l , ... ,r , also c =  a(a) und die J^^ -Höhe von c stimmt mit der 
von Ctj überein.
§ 2. Arithmetik in allgemein-halbsinfachen Ringen
Ein Schiefring mit Einselement heisst ein allgemein-einfacher Ring, 
wenn er ausser Null und sich selbst kein zweiseitiges Ideal hat und 
wenn sein Jedes Element entweder eine Einheit oder ein Nullteiler ist.^  ^
Eine direkte Summe von endlich vielen allgemein-einfachen Ringen 
heisst ein allgemein-halbeinfacher Ring. Im folgenden sei S allgemein­
halbeinfach und O soll, falls nicht anders gesagt, eine Ordnung von S 
bedeuten, welche die Bedingungen A^ , A,, erfüllt.
Satz 2. 1. S sei ein allgemeiii-einfacher Bing und o sei eine 
Ordnung von S. Ist a #= O ein Elemeiit von S, so ist o a o ein zweisei­
tiges o-Ideal.
Beweis. Es genügt zu beweisen, dass oao ein reguläres Element 
enthält. SaS ist ein von Null verschiedenes, zweiseitiges Ideal von S, 
also SaS — S und es ist 1 =  b^ ac^  (bf, c^  ^  S). Wenn man reguläre 
a, ß  so wählt, .dass a b t^ o , ß ^ o ( i  =  l,  ... ,r), so ist aß =  
2 *  (a & J a (C iß )^ o a  o.
Zur Arithm etik in Schief  ringen t t  7
5) Ein zweiseitig einfacher Ring R mit Einselement ist ein einfacher Ring (mit 
Kettensatz), wenn er ein manimales Linksideal besitzt. Denn es ist OC
also L R R ajcj h ... +  «Kr -= 1, ai e L, a  gR, i --- 1, ... , r, d. h. R {Leu •••. ^  r^) 
ist die Summe von endlich vielen einfachen Linksidealen.
Satz 2. 2. S sei allgemein-einfach. Es gilt der Vielfachenketten­
satz für die ganzen zweiseitigen o-Ideale, die ein beliebiges festes Ele­
ment a ^  O enthalten.
Beweis. Jedes a enthaltende zweiseitige o-Ideal enthält ein zwei­
seitiges O-Ideal O a 0.
Korollar. Ist S allgemein-einfach, so ist fü r  jedes ganze zwei­
seitige O-Ideal a I=O a’’ =  0. .
Satz 2. 3. Es sei S allgemein-einfach und sei ein Primideal von
0. Jedes Element a aus o mit endlichen )(>-Höhe ist ein reguläres 
Element.
Beweis. Es ist Ar~i P” — O- Nach Satz 1.9 ist a kein Nullteiler, 
also ein reguläres Element.
Korollar. Ist S allgemein-einfach, so ist ein Element a aus o, 
welches eine Einheit modulo einem Primideal p ist, ein reguläres Ele­
ment.
Nach Satz 1.6 gilt
Satz 2. 4. S sei allgemein-einfach. Ein Element a aus o ist dann 
und nur dann eine Einheit von o, wenn a für jedes Primideal p ei^ ie 
Einheit modulo ist, d.h. wenn die p-Höhe von a (0, ... , 0) ist.
Satz 2. 5. Jede Restklasse von o modulo einem ganzen zweiseitigen 
O-Ideal a hat ein reguläres Element.
Beweis. Zunächst sei S allgemein-einfach. Nach Satz 1.10 hat 
jede RestMasse von o/a für jeden Primteiler )) von a ein Element c mit 
endlichen -Höhe, welches nach Satz 2.3  ein reguläres Element ist. 
Ist S die direkte Summe von allgemein-einfachen Ringen: S - S i  + ••• 
+  S^ , so gilt O =  Oi + ... + Or, a =  Oi + ... + a^ . Für jedes a« ^  o< gibt 
es ein Element Cf^o^, so dass a, =Cj(a^) und ein reguläres Element 
von S( ist. Für jedes a =  + ... + a^  aus o gibt es also ein re­
guläres Element c =  cj -f- ... + aus o, so dass a =  c(a) ist.
Satz 2. 6. Es seien aj,...,o^ einander teilerfremde, ganze zweisei­
tige o-Ideale. Dann sind die Kongruenzen 
x =  ai (mod a^ ), i =  1 , ...,  r 
durch ein reguläres Element x aus o lösbar.
Beweis, c ^  o sei eine beliebige Lösung. Nach Satz 2. 5 gibt es 
ein reguläres Element 7 mit 7 =  c(a, ... a,.) und es gilt 7 =  a,: (a,), i —
6) Falls Siy also ^  Si, ist (|ies trivial.
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Satz 2. 7. Wenn es in o nur endlich viele Primideale, so ist jedes 
O-Ideal ein Hauptideal. Ist c nämlich ein o-Linksideal (p-Rechtsideat), 
so ist c =  07 (c =  7 0). Ist C ferner zweiseitig, so ist 0 =  07 =  70.
Beweis, ... seien die sämtlichen Primideale von 0 und sei 
a =  pj C sei ein ganzes o-Linksideal. c enthält ein Produkt von
Primidealen, also sicher eine Potenz von a : c ^  0” . Da o/a“ ein Haupt­
idealring ist, gilt C =  (0 c, O'*). Nach Satz 1.10 gibt es ein Element c', 
so dass c' =  c(a“) und die i^j-Hohe (i =  l , ... , r) von c' nicht grösser 
als m ist. Nach Satz 2. 5 gibt es ferner ein reguläres Element 7 mit 
7 =  c'(a”*^ '). Da die >^i-Höhe von 7 mit der von C  übereinstimmt, so 
gilt nach Satz 1. 8 (0 7, a“) =  (0 7, a“) =  (0 c, a”) — c ( n ^  m). Weil aber 
07 eine Potenz von a enthält, so ist 0 =  07. Ist c nicht ganz, so ist 
C X für ein reguläres X ganz, also c x, =  0 7', c =  0 7'X~* =  07. Die Re­
chtsordnung von 0 7 ist ersichtlich 7”' 07. Ist c =  0 7 zweiseitig, so ist 
7-» 07 =  0, also 07 =  70.
Satz 2.8. Es sei P eine Menge von etidlich vielen Primidealen. 
Jedes Op-Ideal ist ein Hauptideal. Ist a ein o-Linksideal (p-Rechtsideal), 
so gibt es ferner ein reguläres Element a  ^  a mit O^  =  Opa (Op ,= cc Op).
Beweis. Nach A. I. § 3 sind die Primideale von Op endlich viel, 
nämlich die P-Kamponenten der zu P  gehörigen Primideale. Nach 
Satz 2. 7 ist jedes op-Ideal ein Hauptideal. Ist a ein o-Linksideal, so 
ist Qp =  Opa, wo tt« C a mit einem zu P  primen ganzen zweiseitigen 
O-Ideal n. Es gibt ein reguläres 7,, so dass 7 =  1(^ 3), p ^ P ,  7 =  0 (n). 
Nach Satz 2.4  ist 7 eine Einheit von op. Es ist also Op =  op 7«, 
70: ^  a. .
Satz 2. 9. Jede o-Linksidealklasse (0-Rechtsidealklasse) enthält 
ein ganzes Ideal, das zu vorgegebenen endlich vielen Primidealen von
0 teilerfremd ist.
Beweis. P  sei die Menge der vorgegebenen Primideal ,p,.. C 
sei eine o-Linksidealklasse. C enthält ein ganzes Linksideal a. Es ist 
Op =  Op a  (a ^  a). Setzt man a a “' 0 =  mit teilerfremden ganzen 
zweiseitigen o-Idealen b und n, so sind b, n wegen (a a~^  o)p =  Op zu P  
prim. Es gibt ein reguläres Element ß, so dass /3 =  1 (pi), i =  l , ... ,r , 
=  O (n). ß  ist eine Einheit von Op und rt“' /3 C  0. Es gilt also
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7) Zwei D-Linksideale fl, h gehören dann und nur dann zur selben Idealklasse, wenn 
es ein reguliires E lem ent y mit n Iiy gibt.
a «-'(S a ' '  o ß =  btt"' ß ^ o ,  (a a'^ß^p =  op ß  — Op, d. h ,  q a-^ß ist 
ganz, in C enthalten und zu P  prim. Damit ist der Satz bewiesen.
Jetzt durchlaufe auf alle Primideale von o. Die Menge {op} hat 
ersichtlich die folgenden Eigenschaften;
1) O =  A p 0}) .
2) Die zweiseitigen o ^ -Ideale bilden eine unendliche zyklische 
Gruppe, nämlich den vom (einzigen) Primideal ^ erzeugten Zyklus.
3) ^ ist ein stark teilerloses Primideal von o^ ).
4) Für jedes reguläre Element X aus S gilt X o^ ) =  on bis auf 
endlich viele p.
5) Für zwei (verschiedene) Primideale gibt es ein o-Element
a, so dass a =  1 (5p), a =  O (5ßO.
Bermerkung. Ist S nicht allgemein-einfach, so ist nicht eigent­
lich. Es sei nämlich S =  S, + ... + die direkte Summe von allge­
mein-einfachen Ringen und sei 0 =  0j + ... + o„. Jedes Primideal von
O ist in der Form  ^=  0j + -f- + ... + o„ darstellbar
und es ist
O^) =  S, + ... + Si^ J + 0(pt + S(+j + ... -f S„
Es gilt ferner die Umkehrung:
Satz 2. 10. S sei ein allgemein-halheinfacher Ring und sei ein 
System von Ordnungen von S mit den folgenden Eigenschaften:
Pj : O =  A r  Or ist eine Schief O r d n u n g  von S.
P .,: Die zweiseitigen Or-Ideale bilden eine unendliche zyklische 
Gruppe. Das ei'zeugende ist dann ein einziges Primideal von o^ .
P i : Es gibt ein enthaltendes minimales Linksideal von Oj-. 
Dann ist stark teilerlos, d. h. der Restklassenring Or/^r ist ein ein­
facher Ring.^^
P i : Für jedes reguläre X aus S gilt Or X Oj- =  o,- bis auf endlich 
viele Oi-.
Pj,: Für zwei Oj-, gibt es ein o-Element a, so dass 
a =  0(^ y,
Dann gelten für o die Bedingungen A^ , A-i und {o j^ ist nichts 
anderes als {o})}.
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8) Vgl. K. Matusita, Üeber ein bewertungstheoretisches Axiomensystera für die 
Dedekirid-Noethersche Idealtheorie, Japan. Journ. Math. 19 (1944).
9) Nach Po ist zweiseitig einfach. Gibt es ein minimales Linksideal von t'-r/'A'i',
SO ist es ein einfacher Ring.
Bevor wir den Satz beweisen, bemerken wir, dass die folgenden 
Bedingungen aus den obigen fünf Bedingungen folgen:
Pi5: Jedes enthält reguläre Elemente aus o.
Beweis. Ist S  allgemein-einfach, so ist das Element a irr nach 
Satz 2.4  eine Einheit von o,, also ein reguläres Element von S. Jedes 
enthält also reguläre Elemente aus o. Es sei nun
S =  Si + ... + S„, Sf =  Sßt (i ••• > 
die direkte Summe von allgemein-einfachen Ringen, wo Ci das Einsele­
ment von Sf bedeutet. Jedes und somit o =  A r  t>r enthält «j,..., 
also
O =  O g j  +  . . .  +  O e „ ,  O r  =  O r  +  . . .  +  .
Ist =I= O j - so ist =  IV (i <-t) und da die zweiseitigen o -^ 
Ideale die Potenzen von Vr sind, so muss o^ - e^  =  (i =I= t)
sein, d. h.
Or =  Sj + ... + + O^ et + + ... + S„ ,
=  s, + ... + S.,, + e, + S ,,, + ... + .
Für die Menge (o^  e« -\= S^ ) der Ordnungen von St gelten ersicht­
lich auch die obigen fünf Bedingungen. Da reguläre S^-Elemente 
aus 0 6c enthält, so enthält sicher reguläre Elemente aus o.
P , : Für jedes einseitige o-Ideal a gilt Oj-aoi- =  bis auf endlich 
viele Or-
Beweis, a sei ein o-Linksideal. Es gibt reguläre Elemente a, ß  so 
dass O a ß, also a  Oj- C  o a^or C  Oi- yS Oj-.
Pg: Für jedes Element a aus S ist bis auf endlich viele o^ .
Beweis. Setzt man a =  (o, oao), so ist oi-aor =  (o^ , Of a iv) =0^, 
also a 6E Or bis auf endlich viele o^ .
P.,: Für vorgegebene endlich viele or„, O^,... , Or^  und eine natür­
liche ZaM N gibt es ein reguläres Element a aus o, so dass
a S 1 ^  O i =  1, ... , m
Beweis. Nach P.^  gibt es ein Element aus o, so dass =  1 
(^r„), «i =  O( r^<), i =  l , ... ,m. Pt =  l —tti ist ein Element von A o- 
Setzt man
c« =  «r (1 + Pi + ••• + P^~')  ^=  (l — (i =  l,  ■■ ,m ), 
so gilt C4 G  0. Cj =  1 c, =  O also c =  c,c„... c„ =  1 (5ßr„),
=  O(^rJ, i — 1 , ... ,m. Ist S allgemein-einfach, so ist c wegen c =  l  
C r^„) ein reguläres S-Element. Ist S =  Sj + ...+  S„ die direkte Summe
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von allgemeine-einfachen Ringen, so gibt es ein reguläres -Ss-Eilement
«jfc aus oe„, so dass a,; =  e*, e,.), =  O (?ßfi e^ -), i = l , ... ,m. Denn 
ist 5ßr„ e* S^ , SU ist dies klar ; ist so sei ein reguläres
-SfElement aus (^Pr, f \ . . .  f\ f \ o) Dann ist a  — ai +  ... +  
ein gewünschtes Element.
P10 • Für vorgegebene endlich viele ... , ot,„ S-Elemente a ,,... ,a„ 
und eine natürliche Zahl N gibt es ein S-Element a, so dass 
i= ^ l, . . . ,n ,  a G  Or für jedes r =I= t „  ... , t „.
Beweis. Sind «^  =  ... =  «„ =  0, so setze man a =  0. Ee seien a^ , 
... ,ar von Null verschieden und =  ... =  «„ =  0. Nach Pj 
(i =  1, ...,  r) bis auf tj, ...,  und endlich viele t„+i, . . . ,  t„ . Nach P, 
ist (or^ , OrjOr^) eine Potenz von ^Tj(i =  l , ... ,r-, ; =  1, . . . ,  m). Es
-P
gibt also eine natürliche Zahl jO, so dass ^  (i =  1, . . . ,  r ; j  =
1, . . . ,  m). Es sei N'~^N + p .  Nach Pi„ gibt es für jedes *(1^*'^'?*) 
ein O-Elemente Cj, so dass
c, =  1 c, =  O U -  1, ... , i - 1, i + 1, ... , n)
Dann ist a^ Cf =  a, 0^ 5?,), =  O (i =t= f), E  Oj- (t =I= t „  ...,  t^). 
Demnach ist a=^a,c, + ... + a^ c^  ein gewünschtes Element
Beweis von Satz 2. 10. =  ist ein zweiseitiges o-Ideal, da
reguläre ^-Elemente enthält. Jede Restklasse von Ov/^ v^ enthält o- 
Elemente, denn es gibt für jedes c ^  o,, ein a, so dass a =  c « G  Or 
(T=t=y), also a ^ o .  Liegen a,b in o, so gilt a =  & & (t>v)-
Demnach ist o/p,, mit Ov/5ßv ringisomorph, o/p^  ist also ein einfacher 
Ring, d.h. p, ist stark teilerlos. Es gilt ferner
—  t>vOv =  PvOr =  Or^>v =  Or ( t  =1= v)
Es gibt ein reguläres Element a ^  o, so dass a =  O a =  1 (^ r^), also 
Da « eine Einheit von Or ist, gilt p^ Or =  Orp, =  Or ( t  4= u). Ov 
hat nur ein einziges Primideal Jedes Ov-Ideal ist also ein Haupt­
ideal und ?ßv =  Ov =  O^ TTi. Es ist tti ^  Or bis auf endlich viele
-P
Tj,... ,T„, und es sei jrj^spri, i =  l,  ■■. ,n , p > 0. Bedeutet a ein re-
P
guläres Element aus o derart, dass a =  asHO(^^ri), i — l , . . . ,n ,
so gilt TT =  a-TT, ^  Or für jedes t, also ^  A o =  >^v Wegen a =  l  
(^v) ist a eine Element von o^  und daher =  Ov ttj =  Ov a tti =  o^  tt 
OvlJv =  Ebenso ist =
Die Schiefordnung o ist nun eine Ordnung von S. Es sei nämlich
_  - P
X ein ^-Element und sei x ^  (/■•>■ 0), i =  1 , . .. ,  m, a (£ Or I rt,
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... ,T,J; bedeutet X ein reguläres Element aus ... so gilt Xoa;CP
X  o t ( (i =  1 ,  . . .  , w ) ,  X O a; o -  (r -! t , ,  . . .  , t„,),  also X o a :^  o. 
Ebenso ist a; o X ^  o.
Es sei O ein zweiseitiges o-Ideal, so dass o-ao^ - =  tv für jedes t. 
Wir zeigen n =  o. Da a in allen 07 enthalten ist, ist a C  0. Es gibt 
für jedes ein Element a., a mit *  O Weil Ov/^ v^ ein ein­
facher Ring ist, so gibt es Elemente b^ , aus o„ so dass = 2 . =
1 ist, und da jede Restklasse von o-Elemente enthält, so kann 
man hf , c.^  aus 0 wählen. Dann ist a., ^  a, a., =  1 Ist S allgemein­
einfach, so ist a,, eine Einheit von Ov und sei 7-, =  «v Ist S =  S, + 
... + S„, die direkte Summe von allgemein-einfachen Ringen, so ist 
0,, =  S i -h . . .  +  S f_j +  0,; ßf +  +  . . .  +  S„ ,
—  S , +  . . .  +  Sf^] -I- + 1 +  ••• +  'S,, ,
und wegen a.j e.f =  «,) ist a., ein reguläres <St-Element. Ee sei a 
ein reguläres Element aus 0. f\o  und sei — a ( l —et) + a^ e^f. 7,; ist 
ein reguläres ^-Element aus o.^  und 7,, also ist 7^  eine Einheit
von Ov> andererseits ist 7>, Diejenigen r sind endlich viel, für die
_  P,
Or nicht ganz sind. Es seien or; 7^ 7’ = = (/O; > -0), i==
0 0
1, . . . ,  m, 7 ; ’ ^  Or (t =I- Ti, ... , T,„). Setzt man b =  ... j.Vr“ , c =  7v’b, 
so gilt OrCOr COr für jedes t ,  also cC o , b C 7^0C a . Da 7v eine Ein­
heit von O^ ist, so ist v =+= t, und p., pn { i = l , ..., m), also (i:)v, b) =  0. 
a enthält somit für jedes jjy ein zu p., teilerfremdes zweiseitiges o-Ideal
b,,. Nun sei )^v, ... C  a, dann ist (bv,,..., bv,.) mit |5vi... Pv,. teilerfremd 
und 0 =  (bvj,. .. ,  bv,., jJvi ... pvr) C  a. Man erhält also a =  0.
a sei ein zweiseitiges o-Ideal. Es gibt ein zweiseitiges o-Ideal b, 
so dass ab ^  0 ist, z. B. b =  0 a “* 0, <x ^  a. Diejenigen t, für die 
orobor H Or, sind endlich viel; es seien orjabori =  4--or« (i =  1, 
... ,m), orabor =  Or ...,  T„,). Wegen ab ^ o  ist p,;^>0. Es gilt
P P  P P
dann Or (ab|3ri ... .^VrTj Or =  Or für jedes t , also abp-'j... pzi =  0, d. h. a 
ist umkehrbar. Die zweiseitigen o-Ideale bilden also eine (abelsche) 
Gruppe. Jedes zweiseitige o-Ideal ist ferner ein Potenzprodukt von .^v. 
Es sei nämlich OrOOr =  , dann ist C^  =  O bis auf endlich viele t ,
ß ~  6 ~  Q 0J. '
und a =  IIr^»r, da O^ OHr O,, =  Ov für jedes p, also a llp r  = 0  ist.
Es sei C ^  Or. Dann ist n =  (0, 0 c o)~' ganz und mit }5r teilerfremd, 
denn sonst wäre Or =  (or, Or c Or) =  Orit-’Or ^^ r'. Somit ist n c C  
n n -'=  0, C opj.. Es ist also Or C  o),_. Jetzt sei c opr- E sg ib te in
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ganzes zweiseitiges o-Ideal n, so dass tt c ^  o, (n, pr) =  o. Weil n 
durch Px- nicht teilbar ist, ist o^ n =  Or, c ^  Or c — o^ n c C  OrO — 
Damit ist  ^C  o^ -. Es ist daher t>r =  r-
Satz 2. 11. Es sei a ein o-Linksideal mit der Rechtsordnung o' 
und aj) =  o;)<iü sei die p-Komponente von a, wobei ap bis auf endlich 
viele gleich 1 ist. Dann ist o' — f\p ap^  0|i ap, wo auf alle Prim­
ideale von O durchläuft.
Beweis. Wir setzen o'p =  o)j ap, o* =  p\p o'^ j. Ist c ^  o', so gilt 
a C ^  a, 0}3 C ^  0|), also c ^  o'p, c ^  f\p o'j) =  o*. Es ist o' ^  o*. Ist 
andererseits c^o*=, so gilt acC ap cC a})0 't)— aj), a c C /^pap =  Q,
d. h. o'. Es ist also o* C  o'. Man erhält somit o' =  o*.
Korollar Jede mit o äquivalente Maximalordnung o' ist in der 
Form o' — f\p a ‘^ ojj ap darstellbar, wobei ap reguläre S-Elemente bedeu­
ten und bis atif endlich viele p =  1 sind.
Beweis, o' ist die Rechtsordnung von o-Linksideal oo'.
Satz 2. 12. Es sei jap| ein System von regulären S-Elementen, wo 
P auf alle Primideale von o durchläuft und bis auf endlich viele ap =
1 sind. Dann ist o' =  f\p ap^  op ap eine mit o äquivalente Ordnung, für 
die Ai, Ao, gelten.
Beweis. o'p =  ap'opap ist eine Ordnung von S und die Menge o'p 
erfüllt die fünf Bedingungen von Satz 2 .10.
0' =  f \ p  ist ein Schiefring mit 1 und da es reguläre Elemente x, 
aus 0 gibt, so dass X ap\ ap fi.^ o  für jedes p, so gilt X o V  C  
X ap’ Op as) /i C  Op, X o' /j, f \ p  Op — 0. Andererseits ist /z, o X C  o «}) C  
v'p, //,0 X ^  f\po'p =  o'. o' ist eine mit o äquivalente Ordnung. Die 
Bedingungen P«, P3, P4 sind klar. Wir zeigen nun, dass für beliebige 
Pi ein o'-Element a gibt, so dass a =  1 a O (^'j) wobei =
)^p, 5ß '=  ap^  ap ist. Es sei ap =  l  bis auf endlich viele apo, ap^ ,, 
. .. ,  ap„. Dann ist o'p =  op, für jedes p 4= (i =  0 ,1 , . .. ,  m).
-] - 9^ .-
Es ist op« ap, opj =  , opi ap^  op« =  ' (i =  '0, 1 , . .. ,  m) und wegen 
Opi C  5ß, ist Pt + p't >  0. Es sei p =  Max* (pi + p't). Dann ist
p + l-rp +p/ ) p + 1
a ^ au ‘ * C C {i = 0,1,... , w)
P^ l p+1
Es gibt ein o-Element a, so dass a =  1 ), a =  O ), i — 1, , m.
p+1
Wegen C  C  o'p« (* =  0 ,1 , ..., m), o'p =  op (^3 =4= i — 0 ,1 , . . . ,  m) 
gilt a =  1 (5ß'o), a =  O (5ß'i) und a ^  o'p für jedes p, also a ^  o'. Nach 
Satz 2.10 gelten für o' die Bedingungen A,i A«, A^ .
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Korollar. Jedes einseitige o-Ideal ist normal, d. h. die Rechtsord­
nung {Linksordnung) eines o-Linksideals (o-Rechtsideals) ist eine Maxi- 
malordnung.
Satz 2. 13. Wenn die Bedingungen A^ , A2, A, für eine Maximalord­
nung 0 von S gelten, so gelten sie auch für jede mit 0 äquivalente 
Maximalordnung.
Nach A. I. § 4 und Satz 2.13 ist jedes einseitige Ideal bezüglich 
einer mit o äquivalenten Maximalordnung normal und alle normalen 
Ideale bilden bei der eigentlichen Multiplikation i^n Gruppoid G. Wie 
bei A. I. unterscheiden wir die verschiedenen Maximalordnungen durch 
Indizen; .... Ein normales Ideal mit der Linksordnung o und
der Rechtsordnung o-’ soll mit O*-*, b*-',... bezeichnet werden.
Wirbezeichnen die Menge aller einander zusammenge­
hörigen Primideale mit p und nennen sie eine Primstelle. Ist für ein 
ganzes normales Ideal a'* (a**, p**) =  also auch (a**, =  o*, so 
heisst a'* zu p prim. Es sei P eine Menge von Primstellen. Ein 
ganzes normales Ideal heisst zu P prim, wenn es zu jeder Primstelle 
von P prim ist. Ist o =  a** ein normales Ideal, so bezeichnen wir 
mit ap die Menge aller c derart, dass es ein ganzes zu P primes 
n“ mit n“ c C a .  Aus n“ c C a  folgt c ^  (n")“' Q =  ao~'(’O “'o  =  
a d. h. c n** C  a mit zu P primen n* * und umgekehrt, ap heisst
die P-Komponente von a. Bedeutet (Pj.) die Menge der zu Prim­
stellen von P entsprechenden Primideale von o* (o*), so ist die P-Kom- 
ponente von a ist nichts anderes als die P;-Komponente (Pj,-Komponente) 
von 0 als ü,-Linksideal (o*,-Rechtsideal) im Sinn von A. I. § 3. Es gilt 
somit
Op =  opo'® =  a'\ip =  o|,o'V(>
Bei dem (nicht notwendig eigentlichen) Produkt von normalen Idealen 
gilt also
(a«^ b-'')p =  o|. OP =
Für ein ganzes ist dann und nur dann a g — o|> =  Op, wenn a'*’ zu P 
prim ist.
Satz 2. 14. Die Gesamtheit von Op ist ein System aller einander 
äquivalenten Maximalordniingenvon S, in denen A^ y gelten. Alle 
mit ap äquivalenten normalen Ideale bilden also hei der eigentlichen 
Multiplikation i^n Gruppoid Gp mit den o|> als Einheiten, Gp besteht
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aus. den 'P -^Komponente7b der Ideale aus G.
Beweis, ag und seien dann und nur dann komposierbar, wenn 
o|» =  O^p ist und das Produkt sei das übliche Modulprodukt., Dann 
bildet die Menge Gp aller ag ein Gruppoid. Man sieht leicht, dass die 
Bedingungen C^ , C., im Satz 4.4  von A. I. erfüllt sind. Daraus 
folgt der Satz unmittelbar.
Man erhält leicht
Satz 2. 15. Die unzerlegbaren Ideale ans Gp bestehen aus den P- 
Komponenten der zu P nicht primen unzerlegbaren Ideale aus G.
Satz 2. 16. Ist P eine Menge von endlich vielen Primstellen, so ist 
jedes OP ein Hauptideal und es ist äp =  Opa — a Op [a ^
Satz 2. 17. Für ein ganzes normales Ideal a** gibt es ein ganzes, 
zu vorgegebenen endlich vielen Primstellen P j,... ,p^ . primes, normales 
Ideal b** (b'O, so dass o“ b*‘ =  o* a (b*'a**^  =  a o%
Beweis. P sei die Menge von Pj, ...p^. Jedes Op-Ideal ist ein 
Hauptideal und ap =  op a (a G  a**")- Da a** ^  o* a  ist, so ist o’*b*^ ' =  
o' a. Aus a]pbp =  o|> a =  ag folgt bg =  o|>, d. h. b*^ ' ist zu P prim.
Satz 2. 18. Jedes normale Ideal a'* v^iTd als o*-Linksideal (o^-Rechts- 
ideal) von ztvei regtdären Elementen erzeugt.
Beweis, a =  a’* sei ganz. Bedeutet ß  ein reguläres Element aus
0, so ist ß  ein ganzes -Linksideal. P sei die Menge der zur 
Linkshülle von o '^o*/3 nicht primen Primstellen. Nach Satz 2.17 gibt 
es ein ganzes zu P primes Ideal b =  b**, so dass ab =  o' a ist. Da 
ß, b) =  0* ist, gilt a =  a (a~'o* ß, b) =  (o* ß, ab) =  (o* a, o* /3). Ist a 
nicht ganz, so gibt es ein reguläres Element X, so dass a X ganz is t ; 
also a X — (o* a, o* ß), a =  (o^  aX"*, o* /SX~’).
•§ 3. Beziehungen zwischen der Arithmetik in S und 
der Struktur von S
Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, in dem jedes Element 
entweder eine Einheit oder ein Nullteiler ist, und o sei (falls nicht 
anders gesagt) eine Ordnung von S, welche A^ , A.,, A^  erfüllt.
Satz 3. 1. Gibt es ein Primideal von o, so dass P’‘ =  0. so 
ist S allgemein-einfach.
Beweiz.i % +- O sei ein zweiseitiges Ideal von S. 3 enthält ersicht­
lich ein von Null verschiedenes Element a von o. Wegen Ar=i^>” =  0 
gilt für ein P a O (P^ ). In ö =  o/p? betrachtet sei ä rj' =
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I O ; dann ist 6 =  v^i v « ’/ €E 6 =  7^ °*; die p-Höhe von h 
ist Nach Satz 1.9 ist h ein reguläres Element, also 1 =
Korollar. S ist dann und nur dann allgemein-einfach, wenn der 
Vielfachenkettensatz für die ganzen z^oe s^eitigen v-Ideale gilt, die ein 
festes Element a 4= O enthalten.
Satz 3. 2. S sei ein allgemein-halbeinfacher Ring, also die direkte 
Summe von allgemein-einfachen Ringen: S - S ^  + ... +S^, und die 
■ Maximalordming o sei eigentlich. Wenn ein ganzes zweiseitiges o-Ideal 
a keines der Einsen e^  von Sf enthält, so ist a” =  O-
Beweis. Es ist o =  o, + ... + o„ Oi — O 4= Sg (i =  1, . .. ,  r), und 
O =  + ... + o„ üf ^  a €i ri- Ot (i =  1, ...,  r). Da S^  allgemein-einfach 
und ein ganzes zeiseitiges Oj-Ideal ist, so ist A r.i =  0, also
a :=. a" == (a :=. a’i') + -  + (a :=, = o.
Satz 3. 3. Wenn es ein ganzes zweiseitiges o-Ideal a gibt, so dass 
Ar=I — O ist, so ist S allegemein-halbeinfach und o ist eine eigent­
liche Maximalordnung.
Beweis. Es seien pj, die verschiedenen Primteiler von a.
Setzt man =  PC-i so ist mj A  ••• A ^ r -  A^=I o" =  0. Es sei 
>^1,... ,  (i < r )  ein minimales Teilsystem v o n p i,... ,p , derart, dass 
Itii A ••• A WIf =  O ist. Ist t = l ,  so ist S allgemein-einfach. Jetzt sei 
ty > l. Dann ist
n« =  nii A  — A A f\  — r \ m ,4 --0 {i =  1 , . .. ,  t)
Bedeutet a« =1= O ein Element aus tt«, so ist für ein grcsses m^  a« ^  O 
sonst wäre a^  ^  m<, also ag^mt f\x\,, =  0, a^  =  0. Geht man in
__ fyi^  __ —  _  „ __
O =  über, so ist a« 4= O und o o ist eine Potenz von : o o
P
Pi . oa,-o hat also ein Element X«, dessen pj-Höhe (p,,... ,p,) ist. Es 
sei X =  Xj + ... 4-X,. Da X^  ^  o o C « ;  C oi« (* H= ?) ist, so gilt für 
jedes n x^  =  0 (^ j”), i 4=/, x ^ x ,  (t>”), i =  l , . . .  ,t. Die t)«-Höhe von X 
stimmt mit der von X« überein, also ist endlich. Weil Ar=: (t*! •••
=. O ist, so ist X nach Satz 1. 9 kein Nullteiler, also ein regu­
läres Element.
Es gilt für jedes a ^ o  X« a X^  ^  A  =  O (z 4= j), \taXj — 0, also 
XgXj =  1 =  O (i 4= /), XXg =  XgX — Xj- («=  1, . .. ,  t). Setzt man e« =  
XjX-I =  X-'Xj (i =  1, . . . ,  f) so gilt ersichtlich e^  + ... + ej =  1, C^ aej =  O 
(i 4“ /), also CgC J  =  O (i -b f), c, =  Cgie^  + . . .  + e,) =  ef. e„ . . .  ,e^  sind
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also orthogonale Idempotente von S. Sie gehören sogar zum Zentrum 
von S. Penn es ist
e^a =  e-a (ej + ... +  e,) =  =  (ei +  ... +  e^ ) ae  ^=  ae, (a ^  o), 
für ein reguläres a aus o ist also a  ’ demnach ist für jedes
x =  a ^  S CiX =  are^ . S ist daher die direkte Summe von Schiefrin­
gen St -  SCf'. S =  + ... + Sf, dementsprechend ist o =  Oi + ... + o„ 
O^ =  Oeg. Sf ist ersichtlich ein Schiefring mit Einselement e^ , in 
welchem jedes Element entweder eine Einheit oder ein Nullteiler ist, 
und Oj ist eine Maximal Ordnung von S^ , welche A,, A^ , erfüllt. Es 
ist
+  . . .  +  +  09(,j;+, +  . . .  +  Of ,
wo ein Primideal von Oo(«j ist. ... sind einander ver­
schieden, sonst würden p”, ... für jedes »ein enthalten, also f\m , 
sein. Es ist somit
0 ,  ^  OO , W- ^  ^  ^  OO 72- r - \  n^f\n=‘\ P l)  f  \  ••• f \  (/Ajj=I Pf) /A« = l *l9(f) >
folglich /Ar^ , q“ =  0, y =  1, ...,  i. Nach Satz 3.1  ist allgemein­
einfach.
Satz 3. 4. S sei ein allgemein-einfacher, regidiirer Ring, d. h es 
gibt für jedes S-Element c ein S-Element c' mit cc'c — c. Da7in ist S 
ein einfacher Ring.
Beweis. Es genügt zu beweisen, dass es ein minimales Linksideal 
: O von S gibt. Wir nehmen jetzt an es gebe kein minimales Links­
ideal von S. Dann existiert eine unendliche Kette von Linksidealen 
S Sa^  ^  Sa^  ^  ... Da ein Hauptlinksideal Sc (c =i= 0) von S von einem 
Idempotent e =  c'c erzeugt wird, gilt + Sa^  («„ =  1), also S =
fl + I2 + ••• + + Sa.„ (n =  1, 2, ...). Dementsprechend wird 1 als eine 
Summe von einander orthogonalen Idempotenten darstellbar. Man 
erhält somit einander orthogonale Idempotente e i,e ,,....  Es sei nun p 
ein Primideal von 0 mit der Kapazität k. Es gibt eine . . . ,e „  
(m — K + 1) enthaltende Maximalordnung 0' von S, z. B. die Rechts­
ordnung von (ü, 0 Cj,...,  0 e„,). Bedeutet p' das mit p zusammengehörige 
Primideal von 0', so ist die Kapazität von p' gleich k. enthält kein 
Idempotent, (Wäre e ^  e' =  e 4^  0, so wäre e — e’‘ ^  p'", also e ^  
Ar«! P'" =  0). e^,..., e„ sind also modulo einander orthogonale Idem- 
potente. Da aber o'/p' ein voller Matrizenring «--ten Grades in einem 
Schiefkörper ist, ist m < K . Es ergibt sich also ein Widerspruch.
IR K eizo  As a n o
Aus Sate 3. 4 folgt sofort:
Satz 3. 5. S sei ein allgemein-halbeinfacher, regtüärer Ring und 
O sei eigentlich. Dann ist S ein halbeinfacher Ring,
Nach den voraufgehenden kann man die Axiomensysteme der Ideal­
theorie in allgemein-halbeinfachen Ringen folgendermassen aufstellen. 
Es ist bemerkenswert, dass sie nur durch die Eigenschaften einer 
Ordnung o bestimmt sind.
: O ist ein Schiefring mit Einselement 1 und für jeden Nicht- 
millteiler a gibt es einen Nichtmdlteiler a', so dass o a '^ a ' o ist,
O lässt sich demnach in seinen (linksseitigen) Quotientenring S 
einbetten.
Eo : Wenn es für ein Element c aus S einen Nichinullteifer \ aus
O gibt, so dass X (o cj" C o , n =  1, 2, ..., so ist c
Wie leicht gezeigt wird, ist diese Bedingung E. mit der folgenden 
Bedingung EJ  äquivalent.
E .^: Es gibt keinen Teilring o' von S, so dass o C  X o' C  o mit 
einem Nichtmdlteiler X aus o ist.
Nach Ei^  und Eo ist o eine (reguläre) Maximalordnung von S. '
E :^ Es gilt der Teilerkettensatz für die in o enthaltenen zweisei­
tigen o-Ideale.
E^^: Es gilt der Vielfachenkettensatz für die in o enthaltenen 
Ziveiseitigen o-Ideale, welche ein beliebiges festes Element a 4  ^O 
enthalten.
E :^ Jedes Primideal von o ist stark feilerlos.
Er^ : Es gibt ein in o enthaltenes ztveiseitiges o-Ideal a, so dass 
Ar=I a" =  O ist.
E q\ Für jedes o-Element a gibt es ein S^Element x mit axa =  a.
Nach E q gibt es für jedes 5 -EIement c ein ^-Element c' mit
c c ' c  =  C.
Satz 3. 6. Unter den fünf Bedingungen E^ , Eo, E ,^ E ,^ E^  ist der 
(linksseitige) Quotientenring S von o ein allgemein-halbeinfacher Ring 
und O ist eine eigentliche Maximalordnung von S mit den Eigenschaften 
A^ , Ao, A^ . Es gelten also für jede mit o äquivalente Maximalordnung
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10) K. Asano, Üeber die Quotientenbildung von Schiefringen, Froc. inath. Soc. 
Japan 1 (1949).
11) Vgl. A .I. Satz 1.9.
die Bedingungen A,,A«,A-i. Ist das Ideal a in E;, ein Primideal, so ist 
S ein allgemein-einfacher Ring. Wenn es ausser den fünf Bedingungen 
noch die Bedingung gilt, so ist S ein halbeinfacher Ring.
Im Falle des allgemein-einfachen Ringes gilt der folgende Satz. 
Satz 3. 7. Unter den vier Bedingungen Et,E2,E\*,Ei ist S ein 
allgemein-einfacher Ring und o ist eine Maximalordnung von S mit den 
Eigenschaften A^ , A», A,. Gilt ferner noch die Bedingtmg Eg, so ist 
S ein einfacher Ring.
§ 4. Deuringsche Bewertungen.
S sei ein Schiefring. Eine reellwertige Funktion <p{a) der 5 -Ele- 
mente heisst bekanntlch eine Bewertting von S, wenn rp die folgenden 
Bedingungen erfüllt:
1. <p (ft) >  O {a 0), cp (O) =  O
2. fp{—a') — cp{a)
3. cp {a -h b) ^<p («) + cp (b)
4. cp (ab) <  cp (a) cp (&)
Daraus folgt leicht
5. ] cp (ft) — (b) \^cp (a—b)
Wenn cp statt 3 die schärfere Bedingung 3 ' erfüllt, so heisst cp nicht­
archimedisch :
3'. (ft + ö) <  Max {cp (ft), cp (6))
Ist cp nicht archimedisch und ist (ft) ^  cp (ö), so ist cp {a +  b) =  q> (a). 
Denn es ist cp (b) <  cp (a) =  r/j (<i + b — 5) <  Max (cp (a -h b), cp (6)) =  
cp(a + b)^cp  (ft).
Eine Folge ja„j =  jftj.ft.,,...} der 5^-Elemente heisst eine Fundamen­
talfolge, wenn lim <p (ft„ — ftj =  O ist. {ft„j heisst eine Konvergenz­
folge, wenn es ein S-Element a gibt, so dass lim cp (a„ — ») =  O ist. Ist
'!t-yoo
ferner a =  0, so heisst {ft„ | eine Nullfolge. Jede Konvergenzfolge ist 
eine Fundamentalfolge. Eine Bewertung <p von S definiert bekanntlich 
einen bewerteten Erweiterungsring, für den der Cauchysche Konvergenz­
satz gilt. Definiert man nämlich die Kompositionsregeln von Funda­
mentalfolgen durch
\aj -h {b j =  \a„ + b j ,  {ft„i {b j =  \a,fij, 
so bilden die Fundamentalfolgen einen Schiefring R, in welchem die 
Nullfolgen ein zweiseitiges Ideal N bilden. Der Restklassenring Sf =
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R/N ist ein Erweiterungsring von S, wenn man a ^ S  mit der jaj =  
enthaltenden Restklasse identifiziert. DieBewertung wird
durch
^ (A) =  lim ^ (a„), A G
Il ->oo
auf S:p übertragen und in Bezug auf cp ist S perfekt, d. h. jede Funda­
mentalfolge ist eine Konvergenzfolge. Zwei Bewertungen cp, cp' von -S 
heissen äquivalent, wenn die Nullfolgen (und als Folge davon die Funda­
mentalfolgen) für cp und <p' die gleichen sind. Dann ist Sf =  S<f\
Von jetzt an sei S ein allgemein-halbeinfacher Ring und o sei 
eine eigentliche Maximalordnung von S mit den Bedingungen A „ A-., A^ . 
Es sei m ein ganzes zweiseitiges o-Ideal, so dass m™ =  O ist, und 
P  sei die Menge aller Primteiler von m. Die Primideale von O/. sind 
dann endlich viel und es ist ntp =  X, =  X. o^ ., X ^ tn . Für jedes -S-
P
Element ar =1= O gibt es eine ganze Zahl p =  p (x), so dass x in irtp, aber 
nicht in enthalten ist. x ist also in der Form a: =  a X** =  X*“ a' 
eindeutig darstellbar, we a, a' durch X nicht teilbare Op-Elemente sind. 
Ersichtlich ist p die grösste ganze Zahl, so dass zu m ganz ist.
Die durch
<Pm (a;) =  (0 <  Co <  1) cpin (O) =  O 
definierte Funktion ist eine nichtarchimedische Bewertung von S mit 
den folgenden Eigenschaften:
1) Es ist 9?.it(«)<l für jedes a aus o.
2) Es gibt ein reguläres -S-Element c so dass O <  cp,n (c) <  1. 
Ferner ist ersichtlich op =  \a 1 a ^ S \ . cp^  heisst die m- 
adische Bewertung. Wie leicht gezeigt wird, sind die Bewertungen cpm, 
cp^  einander äquivalent, wenn in und n dieselben Primteiler hat. Ist 
weiter m' ein mit in zusammengehöriges o'-Ideal, so ist cp,^ ' mit (pm 
äquivalent.
Satz 4. 1. cp sei eine nichtarchimedische Bewertung von S mit den 
folgenden Eigenschaften;
1) <p{a)^\ für jedes
2) Es gibt ein S-Element c mit 0 <^<p(c)<^l, so dass oco regu­
läre Elemente enthält.
Dann bildet die Menge aller o-Elemente mit cp (a) 1 ein zweisei­
tiges O-Ideal 111. Bedeutet P die Menge aller Primteiler von ni, so ist
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0* =I fiC I ^ (a;) <  I, a; e  Si =  O^ ., 
n\^  — \y \ (p (y) < il ,  y ^  S\ — m.p 
Es ist mp =  Op X =  X Op (X ^  m), uTid für jedes S-Element x =  a\^ 
(ß(^ Op, a i^Ttp) liegt cp(x) zwischen cl iind c\, wobei Cg — cp{X), =  
<p(X“') ' ’ , O <  Co 1. cp ist demnach mit der xn-adischen Bewer­
tung äquivalent.
Beweis, m ist ersichtlich ein o-o-Doppelmodul. o c o hat ein regu­
läres O-Element 7 =  2 « (<*«> 6E f) und es ist
(p (r) <  Maxt (<p (aicbj) <  Max  ^(cp (a,) cp (c) cp (&,)) <  cp (c )<  1,
also 7 ^  m. Damit ist m ein zweiseitiges o-Ideal. Für ein Idempotent 
e aus S ist cp (e) >  1, denn cp{e) — cp (e=) <<p{e)cp (e). Ist e in o enthal­
ten, so ist (e) <  1 und es ist cp (e) =  1. Insbesondere ist cp (1) =  1. 
Weil m kein Idempotent enthält gilt nach Satz 3.2 m»* = 0. Ferner 
ist cp (x) <  1 für jedes x ^  op. Denn es gilt n a: C  o mit einem zu P 
primen ganzen Ideal tt, also (n, m) =  o, a + b — l ( a ^  m, b ^  n), 
x —a x -= b x ^ o .  Da (p{ax)^(pia)cp{x)<^<p (x) ist, so ist 90(0;) =  
cp (x—ax) =  cp (6x) <  1. Es ist somit cp{y)<  ^\ für jedes y ^  mp =  Opin. 
Ist x in Op, aber nicht in nip enthalten, so ist cp {x )~ l, denn sonst 
wäre cp (x) << 1 und für jedes a n a; C  0 wäre cp (a) •< 1, also n a; C  m, 
X G  gegen die Voraussetzung. Für x — aX° ( p 0) ist also cpCx) <  
^ (a) cp (Xf <  cl und l  =  ^(a) =  (p (x\-^ <  cp (a;) cp (X“’)^ , cf <  cp (x). Es 
ist somit C^  <  (a;) <  c^ . Für x — a (p >  0) erhält man ebenso c~^  >  
(R («) >  Co"'’-
Korollar 1. Ist cp (X) (p (X"') =  1, so ist cp eine m-adische Bewertung.
Korollar 2. 5  sei allgemein-einfach und cp sei eine nichtarchi­
medische Bewertung von S mit den folgenden Eigenschaften:
1) cp {a)^ l für jedes a o.
2) Es gibt ein S-Element c mit O < c^p (c) <^1.
Dann ist cp mit einer m-adischen Bewertung äquivalent.
Man erhält ohne Mühe:
Satz 4. 2. S sei allgemein-einfach. Ist cp eine ) -^adische Bewertung 
mit einem Primideal von 0, so g ilt;
1) Es ist <p(a)^l für jedes a aus 0.
2) Es gibt ein S-Element c, so dass 0<^9>(c)<^l.
14) M. Moriya, Zur Bewertung der einfachen Algebren, Proc. Acad. Tokyo 13 
(1937j.
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3) Sind o*o: =  a:o*, o */3 = /3o* (0=^ '= fa; j 9? (a;) <  1, a; ^  Sj), so 
ist cp {aß) ~cp{cL)<p (/3).
Ist cp umgekehrt eine nichtarchimedische Bewertung, welche die 
obigen Bedingungen erfüllt, so ist cp eine '!(t-adische Bewertung.
Hilfssatz 1. Es sei m =  ein Produkt von faarweise teiler­
fremden o-Idealen. Ist Sa„ j , GE S', eine m-Fundamentalfolge (Null­
folge), d. h. eine Fundamental folge {Nullfolge) bezüglich der m-adischen 
Bewertung, so ist für jedes m* eine mrFundamentalfolge {Null­
folge). Ist \a„\ umgekehrt eine m^Fundamentalfolge {Nullfolge) für 
jedes nij, so ist \a„\ eine m-Fundamentalfolge {Nullfolge).
Wir bezeichnen im folgenden die perfekte Erweiterung von S in 
Bezug auf die m-adische Bewertung mit und die m-adische Grenz- 
menge einer Teilmenge M von S mit M =  Mm- Es ist M =  M. Nimmt 
man statt o eine mit o äquivalente Maximalordnung 0' an und bedeutet 
m' das mit m zusammengehörige o'-Ideal, so ist Mm =  Mm'.
Satz 4. 3. Ist m das Produkt von “paarweise teilerfremden zweisei­
tigen O-Idealen m^,... , m^ , so ist mit der direkten Summe von <Snii 
ringisomorph : =  Sm, 0  ... © Sm^ .
Beweis. Essei a ein Sm-Element und {a„| sei eine m-Fundamental­
folge mit dem Grenzweat a. Da \a„] eine m^-Fundamentalfolge ist, so 
gibt es in in Sm« betrachtet lim a„ =  a*eSm«. aO ist von der
Wahl von [a j  unabhängig durch a eindeutig bestimmt. Durch die 
Zuordnung (a\ . .. ,  a*") wird S ^ in  Sm, © ••• © ringisomorph 
abgebildet'. Ferner sei (a’ , ..., a*") ein beliebiges Element von Sm, © •.• © 
Smr und bedeute eine in^-Fundamentalfolge mit dem Grenzwert a‘,
i — l , . . . , r .  Wenn man ein S-Elemerit so wählt, dass
i — l , . . . , r ,  so ist bezüglich der m^-adischen Bewertung lim 
=  lim — a\ \a„\ ist somit für jedes in^  eine m^-Fundameutalfolge, 
also eine m-Fundamentalfolge. Bedeutet a ^  Sm den Grenzwert von 
|a„j, so ist (tt’ , ... a'). Damit ist der Satz bewiesen.
Satz 4. 4. Ist a ein normales Ideal, so ist
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(aPm =  a«, =
wobei P die Menge aller Primstellen, die den Primsteilern von m ent- 
spi'Bchen, bedeutet.
Beweis. Ist a G  so gibt es ein zu P primes Tt"', so dass
15) Pi bedeute die Menge der sämtlichen Prim teiler von ni?-.
tt“ a C  a. Es ist (n“ , (m“)”) =  o\ h„ + c„ ~ l  ib„ n“ , c„ G  (m'O”), also 
=  a—c^ a =  6„a G  Wegen lim c„ =  O ist a =  lim a„ ^  a =  dm, also 
O C  C  5. Daher ist a C  Si> ^  3 = 5  , äp =  ä .
Ferner ist 5 A  S ^  ap. Ist < i^ a r\S , so ist a =  lim a„, a„ G  «j* 
enthält eine Potenz von : 0/.^(mFy. Für ein grosses n ist a—a„ 
durch (ttip)® teilbar, also a =  a„ + (a—a j^ a p ,  folglich ä f\  S ^ap. 
Damit ist ä f \ S  =  ap.
Definition. aS heisst die m-adiache Komponente von a**".
Nach Satz 2.16 ist üp ~o 'pa — a o% (oc ^  a**). Demnach erhält man 
leicht:
Satz 4. 5. O*^  =  0*^  ^Ct =  a  (a ^  a**)
24 Keizo ÄSANö
^nr m m“ m
Hilfssatz 2. <p bedeute die Bewertung von Sm, die eine Erweiterung 
der xxi^ -^adischen Bewertung von S ist. Dann ist. o' =  0*,^= \x ] rp(x)^  
1, Smi
Beweis. Es ist o|> =  ja 1 90 (a) <  1, a ,^ S \, also für jedes a;^  o|, =  
0* gilt <^(a;)<l. Es sei umgekehrt fp ix ) ^ l,  Dann ist « =
lim a„ (a„ G  S) und cp (x) =  lim ^ (aj =  lim Cg”' <  1 (0 <  Co <  1), also p„ >  
O bis auf endlich viele n. Demnach 90 (aJ  <  1 ^  m), also G  0 ,^ 
folglich X —  lim G  0^  =  »'•
Hilfssatz 3. 0^  ^ ist eine Ordnung von «Sn-.
Beweis. 0* ist ersichtlich ein Schiefring mit 1. Es ist in'* =  ^  X =  
A, ?  (X ^  m“), <p (X) 1. Es sei x ein Sm-Element und p =  p (x) sei so 
gross gewählt, dass (p (x X^ ) ^  ^ (x) ^ (X)^  1 ist. Dann ist arX^g^o', 
also a; 0* X'’ =  a: X^  0* C  Ebenso ist X*” 0^  a; C  ö\
Hilfssatz 4. Ist a* ein in o‘ enthaltenes 0'-Linksideal {^-Rechts- 
ideal), so ist a — a*P\o'- ein -Linkstdeal (o*-RechtsideaT) mul es gilt 
a* =  Om.
Beweis. Es ist m“ =  0* X =  X 0' (X ^  m**), cp (X) 1. Ist 7 ein 
reguläres Element aus a=*= und nimmt man p so gross, dass cp (x '^y-’) <  
cp (X)^  cp (7~') 1 ist, so isti X'^ Y"' ^  0'', also X*" =  ^  a*. Da X ^
m** C  0* ist, so ist X’’ ^  a* A  0* =  a. a ist also ein o*-Linksideal. Es 
ist ersichtlich a* ^  o^ a =  a. Ist x ^  so ist x — lim a„ {a„ Cr 0 ) und 
für ein genügend grosses m a„+,—a„ seO ((m“ )'“), n'^>m, also x =  a„ + 
(«M+i — O  + ••• =  a« + ö X“ (b (5 cF). Es ist bx^ ^  o’a =  a C  n=‘% a„. =
x — h ^  a* und folglich A ~  Demnach ist x =
G  5, und C  a. Daher ist =  a.
Nach den voraufgehenden und A. L § 3 erhält man leicht die fol­
genden Sätze.
Satz 4. 6. Die Gesamtheit von o’ =  ist ein System aller einander 
äquivalenten Maximalordmtngen von Sm, in denen A^ , A., Ag gelten. 
Alle mit ö äquivalenten normalen Ideale bilden also hei der eigentlichen 
Multiplikation ein Gruppoid mit den als Einheiten, G^ ti besteht
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aus den m-adischen Komponenten aller 7iormale7i Ideale
Safcz 4. 7. sei ein ganzes normales IdeaL Dann und nur danyi
ist ~  t^tt ~  (also auch zu
Satz 4. 8. Ist ein Teiler von {also auch von so ist
a'* 1^ 0^  — f\o^ =
Satz 4. 9. Ist a =  ein Teiler von (m^ 0^
“m/V -
Satz 4. 10. Die P7 i^mideale von o" bestehen aus den m-adischen 
Komponenten der Primteiler von o' hat also nur endlich viele
Primideale.
Satz 4. 11. Die unzerlegbaren Ideale aus G^ bestehen aus den m- 
adischen Komponenten der zu P nicht primen unzerlegbareii Ideale
§ 5. !p-adische Erweiterungen.
In diesem Paragraphen sei S ein allgemein-einfacher Ring und o 
sei eine Maximalordnung von S mit den Bedingungen Ao, A^ . Für 
jedes ganze zweiseitige o-Ideal m =# o gilt dann Ar=i =  0, a,lso wird 
in S die tn-adische Bewertung degniert. Man erhält leicht
Satz 5. 1. P durchlaufe auf alle P '^imideale von o. Ist a — ein 
normales Ideal, so ist ap =  bis auf endlich viele a ist der
Dimhschnitt aller und S.
Satz 5. 2. Es sei a (p) ein oy-Linksideal und a (p) sei gleich bis 
auf endlich viele Dann gibt es ein -Linksideal, dessen p-adische 
Komponente gerade a (|:)) ist. Entsprechendes gilt auch für Rechtsideale.
Satz 5. 3. Es sei ein Primideal von o der Kapazität k . Sp ist 
ein voller Matrizeyiring vom G^ a^de k in einem Schiefkörper, hat ein 
System von Matrizeneinheiten e^ j (i, j  =  1, ... , k) mid es ist Sp =  2 «! j=i 
Op Y ll J-I Op f\ K  ist eine Maximalordnung von K und
K hat ausser o keine mit o äquivalente Maximalordnung. p  — ppf \K
ist ein einziges Primideal von o und o/p ist ein Schiefkörper. Die 
einseitigen o-Ideale sind zweiseitig, sie sind die Potenzen von p. Es 
gilt ferner für K-Elemente a, ß cp);, {aß) =  (a) <pp (/3).
Beweis. Modulo j)” betrachtet ist o ein voller Matrizenring vom 
Grade k in einem vollständig primären Ring. Es sei Ctj (i, j  =  1, , k) 
ein System von Matrizeneinheiten mod. p". Ist c' j^ (i, i  — 1, . . . ,  k) ein 
System von Matrizeneinheiten mod. so ist
c,j =  £ C', J 6' (I)''), €€' =  1 CP-*), i , j = l , . . .  ,K.
Da 6 mod. ' * eine Einheit von o ist, gilt €6^ ' =  1 '). c'/„ =  € c\j 6" 
{i,j =  l , . . . ,  K) sind Matrizeneinheiten mod. und es gilt s" = 6 ',  
c'ij =  Cjj i, j  —  1, . . . ,  K .  Demnach kann man die Matrizeneinheiten 
e\y mod. T C -1, 2, ...,so  konstruieren, dass (}?”) sind. Es
gibt dann in lim e^ "/ =  e  ^(i,j =  1 , ..., k) sind Matrizeneinheiten
’  IC
in ö^ . Wegen S«-j =  1 ist S«=ie„ — 1. Diejenigen S )^-Ele- 
mente, die mit jedem e  ^ kommutativ sind, bilden einen Teilring K  von 
Sp, und es ist Sp =  j-i : ferner ist oj) =  2 *. o =^K f \ o^ .
Es gibt ein Element tt» ^  o, so dass (p), w« ^  O (p-), n« e^ j =
Ttt j, ?■ =  1, ...,  K. Setzt man TTa =  XIv=i «vf tt» e^ \^ . .. ,  tt,,. =
«v“' »^-1 •••, so gilt e"i 7t,, SS 7C„ eZ' (p’*) und
. r— ( w - i ;  C w - J )  /.
S lv  = I V^J n-\ I^V v^v '^ u - I  ^ n - I  (P ) ^
also TT,, =  O (^ :)), ;r,„ ^  O (IJ=). Die p-Höhe von tt,, ist (1, ! , . . . , ! ) ,  folglich 
Pp —  ü|) Tt,, =  TT,, Op,’“' (p (ttJ == epp (ttJ  =  Co (0 <  Co <  1). Wegen 
())’*) gibt es in op IimTr,, =  r^. Dann ist ei^n — n e^}{i,j = - \ , . .. ,  k), 
(p (rr) —  lim <p (ttJ  — Cg. Ferner ist (p (tt'') =  Co”’ =  ep also
(p (tT,,  ^ cp (tT J  (tT,,, — TC,^  (p ijtm  — ■
ist somit eine Fundamentalfolge. Es gibt 7r' =  lim 7t~^ (E Sp und 
TCTt' =  tc'tt — 1. TT ist ein reguläres Element von Sp. tt enthält eine 
Potenz von 50 =  Jpjj; Oj) tt ^  Da für ein grosses v tt, =  tt ist, so
ist OpTt- (Op Tt, ^^5°) =  (O p  TT,,, '450 =  also- «15 =  =  tt ö^ .
Wie leicht gezeigt wird, ist cp{a) für jedes « 4=0 aus Sp durch 
cp (a) =  Co, Op a Op — gegeben. Also ist cp {tc^ a) — cp (tt)'' cp (a), da 
Op Tr' a Op =  ist. Es ist
5^ =  J O e,j, Sp =  Y ll 3-1 Keti, o =  K f\  o^  
und '-P =  2 .". P  [\ o  =  7c O =  On. Wegen (o/p)k o /?[5
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16) Denn es ist nach Satz 1.7 :|l)p(OpTt«, \)} -= für jedes v; da aber
eine Potenz von p enthält, so ist p=-=0p 7r„.
o/p ist o/P  ein Schiefkörper. Ist 9? (a) =  1, a  ^  K, so ist a eine Ein­
heit von o. Denn a liegt dann in o, aber nicht in p, also gibt es ein 
©-Element ß, so dass aß =  l {p)  ist, folglich aß =  l —p{ip^p), 
a /3 (1 + 2> + 2)= + ...) =  1. a hat in o eine Rechtsinverse. Ebenso hat 
a auch eine Linksinverse. Ist cp («) =  c,„ a G  K ,  so ist cp —
cp{n)~^ cpioi) =  ! ,  also Tt~  ^a  —  £ , a  =  n °s  mit einer Einheit £ von o . 
Ebenso ist a =  s'Tt°. Jedes Z-Element a =!= O hat die Form also 
hat das Inverse £ Damit ist K  ein Schiefkörper.
Da jedes JiT-Element=I=O in der Form en  ^— n^a' darstellbar ist, so 
sieht man leicht, dass jedes einseitige o-Ideal ein von einer Potenz von 
7t erzeugte Hauptideal ist. Die einseitigen o-Ideale sind also zweiseitig 
und werden durch die Potenzen von p  gegeben. Wegen O a  =  O aO  =  
a O gilt cp {aß) =  cp{a)cp {ß) für ül-Elemente a, ß. K  hat ausser o keine 
mit O äquivalente Maximalordnung, d. h. jede mit o äquivalente Ord­
nung 0' von K  ist in o enthalten. Denn 00' ist ein o-Linksideal, also 
ein zweiseitiges o-Ideal und o' ist in der Rechtsordnung von 00', 
nämlich in o enthalten.
Korollar. 1. Ist n ein Element aus p, aber nicht aus p", so ist 
P  =  O TC — TT O und jedes {von Null verschiedene) Element aus K wird 
in der Form mit Einheiten 6,6' von o eindeutig dargestellt.
Ist a ein Element aus Oj, so gibt es Einheiten rj, rj' von 0^ , so dass 
7; a ->]' =  r ^ K .
(Pi> •••, Pic), Pr+i =  ••• — Pk -  ist nichts anderes als die p-Höhe von 
a.
Korollar 2. sei ein Primideal von 0. Ein o-Element a ist dann 
und nur dann regulär, wenn die p-Höhe vo7i a endlich ist.
(Eingegangen 1. Nov., 1949)
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